
Mathématiques à Valin Terminale S

Dérivées des fonctions sinus et cosinus.

x étant un réel quelconque, étudions les limites des rapports
sin(x+ h)− sinx

h
et

cos(x+ h)− cosx

h
lorsque h tend vers 0.

sin(x+ h)− sinx

h
=

sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h)− sinx

h

sin(x+ h)− sinx

h
=

sinh

h
× cosx+ sinx× cosh− 1

h

cosh− 1

h
=

(cosh− 1)(cosh+ 1)

h(cosh+ 1)

cosh− 1

h
=

cos2 h− 1

h (cosh+ 1)

cosh− 1

h
=

− sin2 h

h (cosh+ 1)

cosh− 1

h
=

sinh

h
× − sinh

cosh+ 1

or lim
h→0

sinh

h
= 1 et lim

h→0

− sinh

cosh+ 1
=

0

2
= 0

donc lim
h→0

cosh− 1

h
= 0

Ainsi : lim
h→0

sinx× cosh− 1

h
= 0 et lim

h→0

sinh

h
× cosx = cosx

donc lim
h→0

sinh

h
× cosx + sinx × cosh− 1

h
= cosx

et lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= cosx

cos(x+ h)− cosx

h
=

cos(x) cos(h)− sin(x) sin(h)− cosx

h

cos(x+ h)− cosx

h
=

sinh

h
× (− sinx) + cosx× cosh− 1

h

Ainsi : lim
h→0

cosx× cosh− 1

h
= 0 et lim

h→0

sinh

h
×(− sinx) = − sinx

donc lim
h→0

sinh

h
× (− sinx) + cosx × cosh− 1

h
= − sinx

et lim
h→0

cos(x+ h)− cosx

h
= − sinx

Conclusion:

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et,
pour tout réel x, sin′(x) = cos(x) et cos′(x) = − sin(x) .
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